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Cours 6
, probabilités ↳

Probabilitéssmpr

Jusqu' à présent nous avons surtout parlé de pvba.sn des ensembles

dénombrables ou finis .

Quelques exemples de pwba.sn R que
nous avons vus :

⑨ mesures de Divx : a E R → fa : A ↳ { 1 si a C- A

À 0 sinon

Fga : " te A-
[a. + • [

④ .

④ proba .

discrètes : E C R finir ou dénombrable
,
Q proba . on E

vu P puba . on IR : P (A) ÷ Q (AME) .



Yi E = { ei }
, ⇐ ±

I fini ou = N
,
alors en posant qi = Qtye;D,

la fonction de répartie . Fp de P est :

Fp : x ms E q i
.

iEI

t.q.e.it ×

Densités de probabilité
Déf : ( densité de proba .)
Une fonction f : R - A+ = [0 , +a[ A appelée densité de proba . si

ta

f.
,

f- 4) dx = 1
.

Si f est une durite
,
on dit qu' une v. a. réelle ✗ a pnm

densité f si



P ( E [a ,b] ) = |! f- (x) dx pan tout a < b , de manière équin ,

f-
✗
(x) = /

×

f- (g) dy , ✗ C- R .

- a

Remarque : si ✗ a pom
densité f- , F× est co et Px n' a pas d' atome .

( Px (4×4)=0 t ✗ C- R)

il existe des proba . on qui n' ont pas de densité
, par exemple

les proba . discrètes
,
il existe aussi des cas

"

mixtes
"

:

EC R dénombrable
, (g) ieEE (RÎ)

E

, ftp.si-niitgake :

F : ✗ ↳ fcyldy + [ qi est la finition de refait .

IEE

d' une puba.pe n' admettait pas de demi ÎË



Exemples : ① loi uniforme sur [a , b) ,
a < b E R :

C
'
d la proba . µ de densité

f- : ✗ ↳ { ça si × c- [a , b)

☐ sinon
,

② Là exponentielle de paramètre a> 0 : c'est la loi de densité

si × < 0

f : × ns {
°

aé
"

Snim

et de fonction de répartition F : × ↳ {
0 si ✗ <0

1- e-ai soin
.

③ Loi normale centrée réduite (loi de Gano) : loi de densité f- * ↳¥ e-
✗%

.



En effet , I j f- (x) d ✗ = 1 : on a I --2J
,
T = J'Îfcxldx ,

&

et J'
= fffHfqdxdj--_fff@iy.e

- Îdg
¥+7

= 2¥ J,Ê do /[ e- Ere de Passage en ond . plaies :

P : Rigo , [→ ¥+92

7f TÉL ¢ ,

o ) ↳Garcia
✗

y
difféomorphisme, et
Jae pq , , = pas

o - Caio/J'
= ¥ ⇒ I = 2¥ =

I
since paso

= C



Intégration
Soit § , A) espace

mesurable .

Déf : p mesure si p :b
- Rtv { a } tq .

µ (9) = 0
f (Adn Ect , Ann Am = ¢ tt ntm

⇒ µ (Yan ) -

- Et .

vs (E , it , p) espace mesuré
.

h

Défi : Une app . f : E ,A - R est Âgée si f- = ¥,
ah Hap , Ake A .

~
e A+ : un .

des fonctions Âgés positives



f- : (E , A) - § , BED est mesurable si f BE B (A) ,

f-
'

(B) E it .

Aque : pom que f- soit nu . il suffit que ta EIR ,

{t' a } = { × : 1-☒ sa} c- A - {surf . g) ta}
ta £ ☒ : En partition , si f. g. fu sont mesurables

,
alors = {t' a} ^ {j'- a}

{ spfn") - f , sp (f. g) , inflf.gl/f+--apHo).f-=sy(-fiD ,
= { 1-n'← Et fu , int tn , hiîapfn , iimnif fu , fin f. (si existe
NÉE le sut aussi .

C- A
~> [A] : em .

des fonctions A - mesurables

bit :- bornés

oft :- à valeur dans Rtv { a} .



Papi : Toute fonction f- E A+ en limite d' une aire Î de fretins dans
ectt .

n2
"
- I

dime : prendre fan : ✗ ↳ ¥ ¥ A

{ je c- f4) < LE }
+ " "

{f41>n }
.

Int
.

des fonctions positives

(E , A , µ ) espace mesuré
.

n

Si f E ect
+

,
i.e.

, f- = ¥ ,
ap 1an , Ap E A , on pose

| fdp :-.
Î
ah µ (Ar) .

h = |

Popie : indip .

de l' écriture de f
v-f.GE est+

, type C- Rt , / (ftpg)dp-ffdpi-pfgdpv-f.ge#t+,fEg=ffdpEfgdp.



femme : Si fn , g n
E e A+ sur T et tim T' fn = lui T

ga
on a

bin T / fndp = bin T fg ☒ dp .

Soit f- E A+ .

Tl exilé (fn)
n

E (ent)
"

tq fut f.
G a alors ✗ fndp) n T et on pose / fdp = bin T ffndp .

D' après le lemme prés , cela ne dépend pas de la sit ④ a

choisie .

n2
"
- |

En part .
: / fdp -

- lui î ¥
.
¥ µ µ , ¥ & f-☒ <{÷ }) + npk ,#Pink

Def .
: f en intégrable si Jfdp < + a.

Propriétés : t f , g E A+
,

V- J
, p E Rt ,(passage à klint / Httpg) dp -1ff dpt pfgdp (linéarité)

et si f- c-
g , f fdp c- Sgd µ



Intégration des fonctions réelles

Dif : Gn pose
L' = L'¢ , A. µ) = { f- C- ftp://fldp < + -} .

Si f- E L
'

,
alors ËIË- sur itj.us , ( f- + + f- = HD

et arme f-- ft - f- , on pose 1T.

| fdp = f ft dy - ft
-

dy Hf + tg / EH - Ift
+ Ipl - Igt .

Prof .
: L

'
est un espace vectoriel ( O E L

'

et
g
E L '

,
f7

, µ ER

7f + pige L
'

)
f m / fdp est ma forme linéaire positive sur L '

( tf , g c- L '

, tape ER , /☒ + pg ) dp = ✗/ fdrtpfgdr



et tt f- E L
'

, f- " 0 ⇒ f fdp >a
Le pont .

,
t f. y c- L '

, f- c-

g
⇒ | ftp.c-fgdp)

Propriétés : (propriété vraie presque partout si 3- A t - q . p (A) = 0 où le ppti est vraie)

( i) Yi f- E At it I fdp < +* , f- < +a presque partir (pp)
(ü Y. f- C- A+ et / fdp = o

, f = o p - p .

Y : f. y C- L
'
et f ' y p.pe , j fdp

c- | gdp .

! Y: f E L
'
et A c- A

, f- A-a c- L
'
et on pose

↳ fdp :-. / f1, tp

(v ) Yi f E L '
et FAE A

, fa fdp > °
,
alors f70 pp .

( i ) Y : f , y E d
'
et tt A £ ot

, fa fdp c- Jpg dp alor f- Eg pp .



Théorème : (CV monotone
,
ou de Beppo -Lui )

Y (f) n E (A)
N
sit T

,
alors

tim Î / fndp = / lui T' fndp .

h h

Corollaire : Yi (g) f- @
+µ , alors

[ / gndp = / Egndp .

n

Prop : (lame de Fatou)
(i) L (fa ) E (A) ,

alors

JhiinffndpElniifffndplDYiHn-c@tDNar.IfnIEgE L '

,

alors



J bin if fndp c- hinif ftp.dpthirqp/fidpE/hisyfudp .

h

Théorème :(de Cv dominée de Lebesgue)
L (f)NE & '/% fn - f p

- p . avec 1ff Eg E d
'

,
alors

lui | fndp = / ftp.
Prop .

: I intervalle ouvert
, (ti )) + c-± famille dans L

'

.

On
pose

& H = ff4 ,
×) dp ,

tt EI .

f. t × C- A C E
,
t ↳ f- (tp) en dérivable sur I

,
et t✗ C-A

,
ft EI

,

µ
--0

| :#(ti) / Egk) , g C- L'
/



alors & est démiabk sn I
,
et

t'④ = ¥ ff4 , Adt (x) = | ¥ (ti) d p (x) .

Lien au l ' intégrer nulle
f- C- ( •([ais]) m F41 -- J! f- (t) at (mûr)

Posons 64 ) = | 1- [a. a+✗ [ f
da
,

✗ = Lebesgue son R
.

G sais
que

F (a) = O , F est (
°

son [a , b) , et dû
. sonja , b[ an . t'=p .

Facile de vérifier que
G a les mêmes propriétés .

ni F
= Gsm fais] , et en pont . , |! f- 4) dt = / 1-[a ,b[ f- d > .



Encore vrai pour les fonctions C° par morceaux on [a , b) .

Si maintenant f- : IR - R ( ° par morceaux
, tg . (t) dt Cv abdomen

.

-a

Y : ( n)! - - et④ n' + a |! / fctydt → LE / f414 < + a

la! Hdt - E! f-④dt .

D' autre part , J A-
[a. b.[Hdd

→ ff1 da (ou monotone)
n h

donc f- C- L '

et | A [au .si/-dh-/fdd(ThmdeCv dominée au

# [an .si/-kHK-x)
donc J'Î f- 4) dt = / fdd .



Mesure de probabilité

Rappel : @ , A) .

✗ en une variable aléatoire réelle ( v. a. r .)
↳*↳

si ✗ : R - R est mesurable
,
ie
,
X
- '
(B) C- A

,
H BEBER) .

Prop . : si ✗
, ,

.
. .

,
✗
n soit des v. air . et f : R

"

→ Rep une fonction C
°

,

alors Y = f ¢ , ,
.
. .

,
✗
n) est une v.air .

dém
.
:

G) il suffit de mq.tt a ER , { YE a } = Y
- ' ( ] - a. a]) c- A

,

ou encore

que µ c- a}
'

= { Y > a } E it .

Mais f étain continue
,
A = { ✗ c- R

"
: f- (x ) > a} shower

donc A = U Ai pom antonio A ÎT ] ×? , y ?[i EN
rectangles ouais j" 7F



⇒ Y > a) = {¢ ,
. .

.

; XD EA} =¥µ ¥ , i
-

y XD E Ai }
=

*¥, Mj c- a
-

C- A an Xj mesurable
-

EAEA
(8) En effet , soit d' e P la tribu engendré par les¥ > ah , a c- R .

On a vu

que
d
'
c ct

.

Comme les J - q a) engendrent BCR) ,
et que X - t commute avec M

,
U et

°

,
on a bien

que
t' (B) E ct

'

pour
ton BE BLA) donc X M msn.be . 9



Corollaire : s : X
,
Y
, (4) ne µ sur des v. a. n

'

,
alors

alors XTY
,
XY

, ¥ ( si Y # a) (f : @yIrsxtz.xy etc
. )

II. ptn i if ×
.

kntp

Hank , ftp.vk Ça ER , 4pm > a} :#Égale A)
bain Xw ( si existe) , Sont des v. a r

.

lnniif Xu , linnsyxa etc
.

Déf . : ( espérance) ¢ ,
A
,
P) space probabilisée, X : R - R v.an

.

On dit
que Xstistfnbh ( x c- L

' ) si EX ) Lte
-

# dp



On dit
que

X E L ' si X2 c- L '
.

Prop . :( inégalité de Candy - Schwarz)
,

Si X
,
Y C- L '

,
alors XY C- L et

EXDE FÉE)
déni : HYE WEI on d-

g =L (x - x)
'

- -

y a

donc E X) C to .

De plus ,
tt de R

,

O E E + %) = E (72×427×4+72)
-

>0 =
72 EH + 27 ELXY) t ECYY = :P

lin
.



P
×
,
y
④ polynôme du 2nd degré de signe content ⇒ son discrimine D

,

Mais D
×,

= 4¥ 2- 4 E EKI

Déf . : si X C- L '
,

on note V (x) = Var (X) : = E - E 2)
Von (X) est la variance de X et r = est son écart -type

si X
,
Y C- L '

,
on note Cov (x, Y) : = EUX - E- (D) ( Y - ELHD .

Car ¢, Y) et la covariance de X
,
Y
,
et alors

[ = à¥¥q on le coefficient de corrélation
.

ferme : v = EX) -#De



Gu (X, Y) = ELXY) - E EX)

GV @ Xxb , à Ytb
') = aa' or (X, Y)

- I E f
E l

'

déni
: à ¢, 4) = t'¢ - EN) (Y - END

Qin - de E) = E (Xy - E Y - E Xt E EN)
= E (XY) - EX ) E- (Y) - E¥H )
= E ¢ Y) - E (X) E

Van
= cou ④ x) .

GV ( Xtb , à Ytb ') = E# + b) (à Ytb ')) - E@Xtb) E Ç
'

Ytb
'

)
= aa

'

E (XY) + ab¥) + àb¥ +¥



- [à E-(X) E tab ) ta f) +BY)
= aa

'

ÊLXY) - E E = ca

'
ou # Y)

N=Ë¥ =
← Ë¥¥, .

.

Carly - Schwarz

Prop . :(üg -
de Markov/ Bùnayné - Tdrebicheff)

Soit X C- L '

,
a > o Saxe L2

,
r? -- V ,

ta > 0
.

Alors Alors t' 4×1 > a) E E¥d ,
p# a) e t¥ .

en PH - E l > a) C- ¥e .



loin
. : Soit XEL

'

: Hf Http «pt KI " fpxpxa}
y a htfpxlxa }

⇒ E ) » E of If µ > *g) = a P# " a)

Si XE L '
,

×
?
» à 141×1 > a }

et ECXY > a
' P# sa) ,

et P¢ - E la a) E E¥DI→ V



Espaces Lt , moments d' une v. a .

Soit
p > I i on note ft

= { X : r- Pk nan t
-

q
.
E MIC to}

ms on dit
que
X a un moment d'ordre p

¢ ne distinguera pas
2 v. a. égales presque porteur et on notera LP -

- 2%
le quotient de LP pas

~

,
à f- g si f-- g pp . )

bféoùme : (üég -
de Minkowski)

X
,
Y C- LP

;
alors Xt Y E LP

,
et

¥# "µ))
"te LE M'A + EHUD "



Prop .

: tt q
e-

p c- N
"

,
L ' c 29

. EL
'

ct ')
déni

: si qep ,
XE Lt

.

În

hélix M'PEIXIP
1×19--1×191

# ⇐ µ +1×1914*1 > y
C- 1 + HIP

⇒ EUX E ht EQXIP) ( to ie . X C- 29
.

Prop .

: Soit X van . positive .
Si E = 0

,
alors X = 0 pp .

û
déni : D' après Markov

,
tu > 1

,
P ¢ > E) ± Ey¥ = 0

malins PK # a) =P DE [ PY> f) = 0 .

71



Prop .

:
Soit XE L

'

.

Si V ④ = 0 alors X = E pp .

i. e
.
P ¢ = EX)) = t

dém
. :#E ( X - E f) = 0 ⇒ IX - E 12=0 p.pe
-
70 ⇐ X = EX) p.pe De

Théorème : ( inégalité de Jensen)
Litt

,
TC A 2 inhales et q : I - J me fonction connexe

.

Soit X : R - I v. a
.

r
.

telle
que

X et q sms dans L
'

.

Alors a) EX) EI

b) ce ) E E @④) .



Rappel : y en connexe si à graphe est aux

* ,

¥ ¥4 Date ④
tt x. y
EI ×

+ se fait , ce @ + f- a)g) the + f- a)Hy) !
X

x sitting
"

y
dém

.

: a) Soient â :-. Inf I , bn : = sup I , m ÷ E- (x ) .

[-q +à J - q to] m

m

tt w EM
,

a t × @ ) E b donc par monnaie de l' ira
,
a E EX) E b.

M'
q . si I est ouvert en a

,
m > a et si I est owut en b

,
un Cb dtsq meI .

Si Ialonlbl = to alors il n'
y
a rien à montrer ca m est fini .

Supposons a fini et I ouvert en a , et m'q.ms a .

En effet , si m = a

,
alors Y = X - a rt me voir

. positive et E- f) = 0
= EX - a) = m - a



donc Y = 0 p.pe ,
i. e.
,

P @ = a) = 1 mais c'st mjossibk on × CI

et a ¢ I .
Idem pour b

.

On a donc
que ECX ) EI .

b) Comme EX) et on peut
lui appliquer ce .

La fonction y est convexe donc pour m = EX ) , il existe une droite Diy --axtb

passant par ¢ , qlm )) situé entièrement sous le graphe de le ,

ici
, ce - ce > @*b) - EÂÉÉÎ,

@ ce

OH
soit QQ ) 7 a § - m) +941 , tt × EI

.

g
X.

Donc
pour tout we r

, QQ @D > a art - m)+ Km) :
i.

et par anima de f , m
m

m

E @ (x)) > EX - m) + ce@D= a - ad + ce = ce = ce#D
BG



Formule de transfert
¢ ,
A

,

P) , X : R -¥ , G) va .

h : Ei) - R v. an
.

Alors ho X
: R - R est un v. a

-
r
. ; de plus

Prop .
: On a he L '

(E , le , b) hot C- L '

(r, A , P) .

Dans le cas où HE L'¥, E , b) on a

E @ ex) = El)
espérance espérance
pom P pom P,

= ftp.X/dP--fhdPx
R E



dém
.

: si h = 1ps , B C- G
,

alors
h" ④ = " Bo "c) = ttfxersy

§ ¢ . X) dll = § 1 { ×e psy DP =
P @ C- B) = t'

×
(B) =f Ip DP×

E

= f} d
t'
× .

Si h est Âgée , alors cela découle de l'observation précédente
et de la linéarité de l' ùtgak .

Si h est mesurable et positive , on l' approche µ des fonctions hn Âgées >0,
arc (4)

n

I h
,
et alors par le théorème de CV monotone

,

| h . X dp = lin M ftp.XDP = bin I I had % = f h dP×
Si he L '

,
alors h =

ht _ ti



fhox LP = Edta x) - Eli .X) (pom P)
= E (htt - Eté) ( pom P

×)
= E (h) = / h dP× .

Exemples : ① X discrète
,
ii. E dénombrable

.

Dans ce cas on retrouve bien la fmnh déjà vu

Etff-_fhdPx-.eZehxIPxlfxD--aE.rhoX@IPGaH-_fzh.xdP
= E-(h . X)

(µ roi p
×
en déterminé

par la famille { Px Le
e
) dpf Ia da

② × van
.

à densité f iii. PELÉ! = § t "↳ ligne



Alons Th
:EsIR,

hE L
',

Ehox )-ShdPx-
S

44) fieldax.
E iR

fda
Calcal de lois
wn

Soit X v
.a.n

de demité Gort
g
in fonction tig .Y-g4fx

Soit ausi ure v.a.; est -ce que
Y advct anssi me dessite

,

et sionn
,

commert la colcles
?

Remanque: densité n
'existe

pas toryoing. Exeryle: sig .4)=a pon
toury

alos la loi de Y st 8- dias en a
,

sams demité
.

a



si densité existe
,
l' idée est de mettre ELKYD = E-¢ gk))

Smf ! forme f
h fy (g) dy pom me fonction convenable fy , et alors

sera la densité cherchée
.

Les formules mes plus tour ( frmh de ton fr) disent
que

entre -
- t*h¥Êtx" ¥ ,donc l' idée est de faire un chargeur de vanille

y
= gtx) dans cette intégrale

Rappel : formule du daigner de raides dans Rd
:

si § : U - V différa .

de l'mut U on l' orner V de Rd
,
on a

tt f : Rd- *
+
remake

, § fe) du =/ foto t# est du

U



J et le déterminer de la notice jacobienne (mtnà des ftp.i)
( TAH -

- f474
"

)
Exemples :

① X v. air de densité f-× :X - ftp.sy (loi de Candy )
Soir Y = et Loi de Y ? ( Y -- y , g-

- exp)
Soit he ch positive arbitraire

.

y
Ell)) = Eloy =

fpnh.ge#dxtdxg:RjRextHE
dy = dé) -- édx=D

et dx = ¥ G-- JG



Et
,

= !! AHH g b

= tri
.

" × ¥ = !! GÈLE b
f- y

donc Y a pour densité fy : R - R
+

y
- 1-

Tyfxtfgy))
" RH



② g
: ✗ ma ✗ + b. Y -

-

y
= a✗ + b.

ato

Etf / = Elroy A) = /
h.ge/fxHdxR--fh(ax+bQfx(x)dx
* y

g
: ✗ ↳ axtb diffère de R (afo)( dy -_ adx

y
un

=/
* h④f¥ ¥ =/

*
hHÊt×ÆBb



ex
. : si X sur la loi normale N @ , E) alors Xj sur la loi N'§ , D .

- de @ , 1) - axxb- NC,à
- uniforme sm En , f) - axtb- uniforme sur

③ Coordonnées polaires

@tb.afxD

soit U
,
V deux v. a

-
r

. et X = @ , V) .

Soit Y = & , ) ses coordonnées polaires , i. r .
Y
=

g (
X) , où

j' tro) -- égo , a)

On
a

que g
:
R2 Yo } - Jo , + a[ x Jo , 2T] A bj .

et C
"

,
c. v ) - co)

et T( j'Ilot -- t :L d-- r



très
E ( h = / Kg (nm) f-× @ Ddndv

Kyo} à
= [J

.

"

hdoIfxdaso.raiofTfgYdoDdrdo-_fpyhlilfrfx@so.rsirotez .
.
.

a.⇒ ) drdo
-

f- y

④ X v. an de toi N @il .

Y =
y , g

: xxx?

Pom h fonction de position titrai , on a



E CH) ) -- EH = ¥/
*

h e- Èdx
.

✗ ne ×
'

n' est pas une bj.de R an Rt .
Mais

E ( = 2¥ / hE) e- Èdx , dy =
dE) = 2x Dx

Rt J d ✗ = Egg
= SÉ/

*
+

Kyle
- ±

dgçg
donc Y par densité ¥ e-¥ f-yttpy.ly) .


